SUR LES REPRÉSENTATIONS ABSOLUMENT NAÏVES ET 
LEUR MODULE DE WACH 
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Abstract. We construct a Wach module for the absolutely semi-stable repré- 
sentations the filtered {ip, A'^)-module of which satisfies the Griffiths transver- 
sality, which happens in particular for ordinary représentations. This construc- 
tion extends the ones of Wach and Berger for the absolutely crystalline case. 
We use it in particular to describe semi-stable représentations which factor 
through the Tate curve extension. 



RÉSUMÉ. On construit un module de Wach pour les représentations absolu- 
ment semi-stables dont le (ip, iV)-module filtré satisfait la transversalité de 
Griffiths, ce qui est le cas en particulier des représentations ordinaires. Ceci 
prolonge les constructions de Wach et Berger pour le cas absolument cristallin. 
On en déduit notamment une description des représentations semi-stables se 
factorisant par l'extension de la courbe de Tate. 
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1. Introduction 

1.1. Notations. Soit p un nombre premier et k un corps parfait de caractéristique 
p. On note Ok l'anneau des vecteurs de Witt sur k et K son corps des fractions. 
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On fixe K une clôture algébrique de K et on note Gk — Gdl{K / K) le groupe de 
Galois absolu de K. On note Vp la valuation de K normalisée par Vp{p) = 1 et Cp 
le complété de K pour Vp. On fixe encore e — (Cp")neN une famille cohérente de 
racines primitives p"-ièmes de l'unité : 

Cl = 1 ; Cp 7^ 1 ; C;:„+i = Cp"Vn e N. 

Le groupe de Galois F = GaX{Kcyc/ K) oh K^yc est l'extension cyclotomique i^cyc = 
U„gN^(Cp") s'identifie à Z* par le caractère cyclotomique x, de noyau Hk — 

Gal(î?/ifcyc). 

On appelle Zp-représentation (de Gk) tout Zp-module libre de type fini muni d'une 
action linéaire et continue de Gk- Une représentation p-adique (de Gk) est un Qp- 
espace vectoriel de dimension finie avec une action linéaire et continue de Gk- On 
obtient une représentation p-adique à partir d'une Zp-représentation en étendant 
les scalaires de Zp à Qp, et réciproquement, toute représentation p-adique contient 
un Zp-réseau stable par Gk qui est donc une Zp-représentation, que l'on appelle 
un réseau de la représentation. 

1.2. Modules de Wach et représentations naïves. Le module de Wach d'une 
représentation absolument cristalline établit un pont entre les deux pendants de la 
théorie de Fontaine : le monde des (tp, F)-modules et celui de la théorie de Hodge 
p-adique. Wach |Wac96| a ainsi montré qu'une représentation de hauteur finie était 
cristalline à la condition nécessaire et suffisante de l'existence dans son [ip, F)- 
module d'un sous-module satisfaisant des conditions techniques assez fortes. 
Berger a précisé les résultats de Wach dans |Ber04j où il définit la catégorie des 
modules de Wach qu'il prouve équivalente à celle des représentations cristallines. 
Pour cela, il ajoute une condition technique que doit satisfaire le module de Wach 
A/", ce qui le rend unique. Il fournit alors une filtration sur ce module qui permet 
d'identifier le quotient Af/XAf avec le module cristaUin Dcris(l^) comme (^-modules 
filtrés. On renvoie au paragraphe 13 . 1 1 pour les détails. 

La théorie de Hodge p-adique fait correspondre à une représentation semi-stable 
V un (ip, A^)-module filtré DgtiV). En général, on n'attend pas que la monodromie 
N respecte la filtration. On s'intéresse ici aux représentations semi-stables, dites 
naïves, pour lesquelles la filtration vérifie la transversalité de Griffiths, c'est-à-dire 
iV(Fir) C Fip-i ; c'est le cas en particulier des représentations ordinaires. 
On associe de manière naturelle à une représentation naïve V une représentation 
cristalline. On en déduit la construction d'un module de Wach Af{V) dans le {(p, G)- 
module Dl{V) adapté à l'extension de la courbe de Tate L = U„gN^(Cp"i 
de groupe de Galois G ~ < t > x F, où < r > ~ Zp. On montre encore comment 
J\f{V)/XJ\f{V) s'identifie à Dst{V) comme ((/?, A^)-module filtré, la filtration étant 
donnée par la même recette que celle de Berger, et la monodromie provenant de 
l'action de t. Plus précisément, on obtient les énoncés suivants (Théorèmes 13.181 
13. 191 et 13.201 ci-dessous, on renvoie au texte pour les notations). 

Théorème 1.1. Si V est une représentation p-adique de dimension d, alors V est 
naïve si et seulement s'il existe un sous-B~^ -module M libre de rang d de DJ(V^), 
stable par G, et un entier h Çz "L tels que l'action de F sur {f\f / XM){h) est triviale. 

Théorème 1.2. Si V est une représentation naïve positive de dimension d, alors 
il existe un unique s ous-B^ -module ■N'iV) de DJ(I^) satisfaisant les conditions 
suivantes : 
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(1) M{V) est un -module libre de rang d qui engendre T)l{V) ; 

(2) l'action de G préserve J\f{V), et est triviale sur M{V)/ XJ\f{V) ; 

(3) il existe un entier r > tel que X'' DJ'""(V^) C N{V) 

où Dj'""'(y) est le plus grand sous- B+ -module de DJ(F) sur lequel r est unipotent. 
De plus, Af(V) est stable par ip. 

Enfin, la somme y logr converge vers un opérateur N nilpotent sur Af{V). Si l'on 
munit de plus M{V) de la filtration 



alors il existe un isomorphisme Dst(l^) — Af{V)/XM{V) de {ip, N) -modules filtrés. 

Ceci nous permet de montrer que les représentations semi-stables se factorisant 
par G sont naïves ainsi qu'une description de ces représentations (Proposition 14. 71) . 
Comme conséquence, on obtient une preuve dans le cas non ramifié du théorème 
suivant dû à Kisin. 

Théorème 1.3. Le fondeur restriction de la catégorie des représentations cris- 
tallines de Gk vers la catégorie des représentations de Gdl(KT^/K) où K-n — 
\Jn&iK{ ^\/p) est pleinement fidèle. 

Remarquons que l'on peut tirer de ce travail les ingrédients d'une preuve courte du 
théorème de Kisin IBTR12] . 



2.1. ((^, r)-modules. Commençons par quelques rappels sur la théorie des {fjT)- 
modules. On renvoie le lecteur à l'article de Fontaine jFon90| pour les détails, ainsi 
qu'à [TRll] pour la partie concernant les ((^, r)-modules adaptés à l'extension L. 

2.1.1. (ip, T)-modules usuels. Soit E la limite projective lim<_ Cp oit les applications 
de transition sont l'élévation à la puissance p. C'est un corps de caractéristique p, 
algébriquement clos et complet pour la valuation v-E,{{xn)n) — Vp{xa). Son anneau 
d'entiers E"*" s'identifie à lim^ Ccp- Le système e définit un élément de E+ encore 
noté e et on définit Ei<- = fc((e — 1)) et E la clôture séparable de E^f dans E. 
Le corps E est parfait et l'on considère A = W(E) l'anneau des vecteurs de Witt 
à coefficients dans E et A+ le sous-anneau des vecteurs de Witt à coefficients dans 
E+. Le corps Ex se relève en caractéristique en Ak, le complété p-adique de 
C'if[[X]][^] on X = [e] — 1. C'est l'anneau des séries de Laurent ^ a„X" avec 
pour tout n Çz 11, a„ G Ok et a„ tendant p-adiquement vers en —oo. On note 
A le complété p-adique de la clôture non ramifiée de A-k dans A. On note encore 
A+ = À+ n A et A^ = À+ n Aif = Oifil^]]. Comme E^^ = E^, on a aussi 
PJIk _ niême avec les versions avec un plus. L'action résiduelle de F et 

l'action induite par le Frobenius de A sur Ak , qui prolonge le Frobenius naturel 
de K, se décrivent alors ainsi : 



On définit à partir de ces anneaux les corps B = A Qp, B/f = Ak ®Zp Qp, et 
de même pour les anneaux B+, B^ et les versions avec tilde. 




2. Théorie de Fontaine 



(X) = (i + x)x(-) - 1, aer. 
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Un {ip, r)-modulc D sur Kk (resp. B/f ) est un module libre de type fini, muni 
d'actions continues semi-linéaires commutant de Lp et F. Il est étale si 'p(-D) engendre 
D sur A.K (resp. s'il possède un A/f -réseau étale). 
Rappelons le théorème fondamental des [ip, r)-modules. 

Théorème 2.1 (Fontaine }Fon90j ). Le Joncteur D : T ^ D{T) = {A®T)"'^ 
(respectivement D : i— > TliV) = {V (è'R)^'^ ) définit une équivalence de catégories 
tannakiennes entre la catégorie des Zp-représentations (resp. représentations p- 
adiques) de Gk et la catégorie des (ip,T) -modules étales sur Ak (resp. ^k)- 

Une Zp-représentation T est dite de hauteur finie dès lors que D^(r) = (A+Cg)T)^^ 
contient une base de D(r) sur Ak. Une représentation p-adique V est de hauteur 
finie si elle contient un réseau de hauteur finie. De manière équivalente, un {ip, F)- 
module est de hauteur finie s'il contient une base dans laquelle la matrice de ip est 
à coefficients dans Af^. 

2.1.2. (p, G)-modules. On fixe p = (7r„)„gN une famille cohérente de racines p"- 
ième de p : ttq = p et tt^^j^ = 7r„ pour tout n. Alors Gk agit sur p par g{p) = pe^^^^ 
ce qui définit l'application ^ : Gk — )■ Zp, ou plus précisément le 1-cocycle Ç (8) £ à 
valeurs dans Zp(l). 

On définit la courbe de Tate T2 comme le Zp-module Zp Zpe de base 1, e muni 
de l'action 

g(l) = l ; ff(e) = — -(e + e(5)), .9 e Gk. 
X(9) 

Ainsi, 12(1)7 comme tout module de Tate d'une courbe elliptique à mauvaise ré- 
duction multiplicative déployée apparaît comme une extension 

Zp(l) T2(l) — ^ Zp — ^ 0. 

L'action de Gk sur T2 se factorise par G — Gal{L/K) où L = U„gN^'^(Cp" i ^n) est le 
compositum de Kcyc et de l'extension kummerienne Kj^ = UnenKiT^n) (c'est aussi 
la clôture galoisienne de Kt^). Le groupe G s'identifie à Zp >^ F si l'on identifie F à 
Ga\{L/KTr) par x et Zp à Ga\{L/ Kcyc) par Ceci fournit un générateur topologique 
T £ Ga.\{L/Kcyc) tel que Gal(L/Xcyc) s'identifie à t^" . On a donc t{p) = pe, i.e. 
e(r) = 1. 




K 



Notons que le choix de r ne dépend pas de celui de p mais bien du choix de e. 
Changer e en s" revient à changer r en r" . La relation de commutation entre F et 
T est donnée par aTa~'^ = t^'^'^\ 

De même que dans le cas cyclotomique, on peut définir le foncteur 

Dl{T) = {T(E)Af^ 

qui à une Zp-représentation T associe un (yj. G) -module étale sur Al = A^^, i.e. 
un Ai-module libre de type fini muni d'actions semi- linéaires commutant de p 
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et G et lp{T)l{T)) engendrant Dl(T) comme Ai-module. On définit de même les 
versions rationnelles de Dl et de (iy9, G)-module sur B^. On a encore (cf. |TRllj l : 

Théorème 2.2. Le fondeur T) l induit une équivalence de catégories tannakiennes 
entre la catégorie des Zp-représentations (respectivement représentations p-adiques) 
de Gk et la catégorie des (ip, G) -modules étales sur Al (resp. B^J. De plus ~ 
Al (^Ak- D- 

2.2. Théorie de Hodge p-adique. 

2.2.1. Représentations semi-stables. Ce paragraphe est consacré à quelques rappels 
sur les périodes p-adiques des représentations semi-stables. Pour les constructions 
et démonstrations originelles, on renvoie à |Fon94] . 
Un élément x de s'écrit de manière unique 

X = p"[xn] avec a:„ = (x^™' ) G Ê+. 

^-^ V / meN 

neN 

L'application : x t-^ SneN^'"^"'^ ™ morphisme surjectif de A+ sur Ocj, de 
noyau l'idéal principal engendré par ui = X/(p~^{X). L'anneau B^p est le complété 
de B+ pour la topologie w-adique. La série log(l converge dans B~[j^. Sa limite 
est notée t, et BdR — B^j^[1/é] — FracB^j^. 

On appelle Acris le complété p-adique de l'enveloppe à puissances divisées de A+ par 
rapport à keré* — (w). Il s'identifie au sous-anneau de B^p formé des éléments de la 
forme X^neN*^"^ avec a„ G A+ tendant p-adiquement vers 0. La série définissant 
t converge dans Acris- On définit Bdis = Acris 

Comme p est un système cohérent de racines p"-ièmes de p, il définit un élément 
de E+ et si l'on note Y = [p], la série log Y = log ^ -1- log p converge, dès que l'on 
a choisi la valeur de logp {e.g. \ogp — 0), dans B^p, mais pas dans Bcris- On note 

Bst =Bcris[logr]. 

L'action de Gk s'étend par continuité à B^ir ainsi qu'à Bcris et Bgt. De plus, B^r 
est filtré par Fil* BdR — t* B^pj ; on munit Bcris et Bst de la filtration induite. Ces 
deux derniers anneaux sont de plus munis d'une action de ip étendue par continuité 
et la Bcris-dérivation N = ~jî^^ fournit un opérateur localement nilpotent sur 

Bst tel que Bcris = (Bst)^=°. 

A toute représentation p-adique V on associe le iiT-espace vectoriel 

Dst(l^) = (F®Bst,)<=^ 

de dimension inférieure ou égale à dimV. Quand il y a égalité, on dit que V est 
semi-stable. Les structures de Bst induisent sur Dst(V') celle d'un {p, N)-modn\e 
filtré, i.e. un iiT-espace vectoriel muni d'une filtration FiP par des sous- if-espaces 
vectoriels, décroissante, exhaustive et séparée, ainsi que d'une application semi- 
linéaire injective ip et d'une application ii'-linéaire nilpotente N vérifiant Nip = 
ppN. Soit tuiD) l'unique saut de la filtration de àeiD et t^iD) la valuation 
p-adique de p sur detD. On dit qu'un (p, N)-modM\e filtré D est admissible si 
tniD) = tN{D) et tH{D') < tN{D') pour tout sous-objet D' de D. 

Théorème 2.3 (Fontaine, Colmez-Fontaine). Le joncteur Dst définit une équiva- 
lence de catégories tannakiennes entre la catégorie Repgt Gk des représentations 
semi-stables de Gk et la catégorie des (p, N) -modules filtrés admissibles. 
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La partie difficile de ce théorème est la preuve que tout module admissible pro- 
vient d'une représentation semi-stable. Des preuves en ont été données par Colmez- 
Fontaine |CFOO) . puis Colmez |Col02) . Fontaine |Fon04j . Berger jBer08b| . et Kisin 
[KiiÔë] . 

Une représentation semi-stable est dite cristalline si elle est semi-stable et = 
sur son (c^, A^)-module filtré, ou de manière équivalente si Dcris(V^) = Dst(l^)^^*' — 
{y ® Bcris)'^'^ est de dimension maximale dimV^. De plus, une représentation V 
semi-stable est dite positive dès lors que Fil" Dst(V^) — Dst(V^)- Pour des raisons de 
confort, on supposera souvent les représentations positives ; cette condition n'est 
pas restrictive car toute représentation semi-stable peut être rendue positive en la 
tordant par une puissance (négative) suffisante du caractère cyclotomique. 

2.2.2. La courbe de Taie et Bgt- La représentation V2 = Qp Ti associée à la 
courbe de Tate est semi-stable, non cristalline : Dst(V2) admet pour base t\ — 1, 
£2 = 1 <8) log Y — e®t. On a donc 

¥3(ei) = ei, ¥5(62) =pe2 et Ar(e2) = ei, iV(ei) = 0. 

En fait, on remarque que Zp -|- ^ Zp s'identifie à T2 = Zp + eZp comme Zp- 
représentation de Gk- 

De même, les représentations Vd = Qp ®Zj, Td associées k Td = Syin^^^ T2 pour 
d > 2 sont semi-stables de dimension d ; on peut identifier Td au groupe additif 
Zp des polynômes en de degré plus petit que d — 1 muni de l'action 

naturelle de Gk- Ces représentations forment ainsi un système inductif, et à la 
limite : 

Proposition 2.4. Si Voc — limSym'' V2, alors Voc — Qp [e] et l'application Bcris- 

linéaire Bcris^QpV'oo — >■ Bgt qui associe à e est un isomorphisme compatible 

avec l'action de Gk et de (p. L'opérateur N coïncide via cette identification à—jj^. 

Preuve : Il suffit de remarquer que ip ^ ^ ^ = . □ 
On munit Bgt de la filtration Fil induite par celle de Bcris sur Bcris ®Qp Vqo : 

FTpBst = (Fir Bcris) ®Qp Voo- 

Cette filtration ne coïncide pas avec la filtration Fil de Bgt comme le montre la 
proposition suivante. 

Proposition 2.5. Pour tout i E Z, 

fTp B,t = fl N-'' (Fip-'= B,t) . 

fcgN 

En particulier N ^FiP Bgt^ C FiP^^ Bgt pour tout i eTL, c 'est-à-dire que Fil respecte 
la transversalité de Griffiths. 

Preuve : Pour tout n > on pose En = kerA''". Alors pour tous < fc < n, 
N''{En) = En-k et l'on sait que Bgt = U„gNi?„ et Eq = Bcris- On procède par 
récurrence sur n et l'on note FiPii^„ = FiP Bgt HEn- On veut donc montrer que 

n 

Vi,ne N, FiVEn = fl N-'' (pip-'^ E^^k 

fc=0 
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c'est-à-dire que si a; e £"„, alors 

X e FïVEn VO < fc < n, N''{x) e Fil'"'' E^-k- 
Ceci est immédiat pom^ Eq — Ecris- Et si x G -Bn+i, on l'écrit 

'logr' 



E 



m — 1 



t 



Ainsi N{x) = E^^i i2f^ . On a donc 

a; e FiVEn VO < m < n, a„i e Fil* B^ris 

^ ao e FiP B„,s et N{x) G fTi'-i B,t 

X G Fil* Bst et N{x) e fTp^i B^t 

ce qui permet de conclure par récurrence. La dernière équivalence provient de ce 
quelH|2:eFil°B,t. □ 
Breuil construit dans 'Bre97' §2] un anneau Bst, complété de Bgt, muni d'une filtra- 
tion naturelle respectant la transversalité de Griffiths. La filtration qu'elle induit 
sur Bst coïncide avec celle que l'on a définie ici. 

Suivant Breuil, on dira qu'un ((/?, 7V)-module filtré est naïf s'il vérifie la transversalité 
de Griffiths et, de même, qu'une représentation semi-stable est naïve si son (ip,N)- 
module est naïf. C'est le cas en particulier des représentations ordinaires |Mok981 
Propositions 5.2. et 5.4.], par exemple le module de Tate d'une courbe elliptique à 
mauvaise réduction multiplicative déployée. 

Définition 2.6. Si Fil est la filtration d'un {cp, A^)-modulc filtré on définit la fil- 
tration Fil par 

fTp = Pi n-'' (fiV-''^ , 

fceN 

Le lemme suivant est immédiat. 

Lemme 2.7. Si Fil est la filtration d'un {lp, N)-module filtré alors Fil satisfait la 
transversalité de Griffiths ; de plus Fil satisfait la transversalité de Griffiths si et 
seulement si Fil = Fil. 

Un {if, A^)-module filtré est donc naïf si et seulement si sa filtration Fil coïncide 
avec Fil. On a également la caractérisation suivante. 

Lemme 2.8. Si D est un {lç^ N) -module filtré admissible tel que le ip-module D 
muni de la filtration Fil est admissible, alors D est naïf. 

Preuve : Notons D' le (^-module D muni de la filtration Fil. On fixe une base 
(6i, . . . , bd) de D adaptée à la filtration Fil, c'est-à-dire qu'il existe une suite crois- 
sante d'entiers (ki) tels que pour tout i, FiVD = ^k>k ^^k- Pour tout 1 < fc < rf, il 
existe des entiers h et jk tels que bk G ¥\V->'D\¥\Y>'+'^D et bk G FiF'= £)\FiP''+^ D ; 
on a alors tniD') = Yl^-^ik et tniD) > Yl=ijk- De fTp C FiP on déduit que 
pour tout k, ik < jk, donc, puisque D et D' sont admissibles, 

d d 

tN{D') = tniD') = ^ zfc < ^ jfc < tH{D) = tN{D) = tN{D'). 
k=i fc=i 
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Ainsi, toutes les inégalités sont des égalités et ik = jk pour tout k. 
Déduisons-en maintenant que les filtrations coïncident. On a l'inclusion Fil' C Fil* ; 
pour montrer la réciproque, choisissons x = J2k=i '^kbk G FiP D. Pour tout k tel 
que ttfc 7^ la famille {bi, . . . ,bk-i,x,bk+i, ■ ■ ■ ,bd) est encore une base de D et 
7^ 6i A • • • A 6fc_i A x A • • • A 6rf e Fil''(det D) avec h — i + J^r^k -jr- On en déduit 
que jk > ï, et ceci étant vrai pour tout k tel que ak ^ 0, x ^ J^kyki '^kbk G FiVD, 
comme attendu. □ 

Remarque 2.1. On n'a en fait utilisé de la transversalité de GrifHths que le fait 
que fTp C Fir et de l'admissibilité de D' que l'égalité tN{D') = tniD'). 
Nous verrons plus bas une réciproque à ce lemme (Proposition [ÏÏ]!]). 

3. Modules de Wach 

3.1. Le cas absolument cristallin. Wach |Wac96j a donné la caractérisation 
suivante des représentations absolument cristallines de hauteur finie. 

Théorème 3.1 (Wach). Si V est une représentation p-adique de hauteur finie et de 
dimension d, alors V est cristalline si et seulement s'il existe un s ous-B'^ -module 
libre Af de rang d de D+(y) stable par F et un entier h G Z tels que l 'action de F 
sur {Af / XAf){h) est triviale. 

Par ailleurs, Colmez |Col99) a montré que toute représentation absolument cristal- 
line est de hauteur finie si bien que l'on peut supprimer cette hypothèse. De plus. 
Berger [Ber04[ Proposition IL 1.1.] a précisé ce résultat en ajoutant une condition 
qui rend le module de Wach unique. 

Théorème 3.2 (Berger). Si T est un réseau d'une représentation V cristalline 
positive, alors il existe un unique sous-A.'^-module M{T) de D~'"(r) satisfaisant les 
conditions suivantes : 

(1) N{T) est un A -module libre de rang d — dimQ^ V : 

(2) l'action de F préserve Af{T) et est triviale sur J\f{T)/ XJ\f{T) ; 

(3) il existe un entier r>0 tel que D+(r) C M{T). 

De plus, Af{T) est stable par (p. Enfin, si l'on pose J\f{V) = B+ Af{T), alors 

J^{V) est l'unique sous-B^ -module de D^{V) qui vérifie l'analogue des conditions 
ci-dessus. 

Soit B^g ^ l'anneau des séries X^fclo ^k^'' avec Ok & K qui convergent sur le 
disque unité ouvert. Il contient naturellement comme sous-anneau. Berger a 
décrit |Ber02] comment retrouver les modules Dst(V^) et Dcris(V^) à partir de {ip, F)- 
modules sur des anneaux de périodes surconvergentes proches de Bjt^gj^. En par- 
ticulier dans le cas d'une représentation V positive cristalline il montre |Ber04[ 
Proposition II.2.1.] que Dcris(V^) = (B^ig.x -^i^))^- ^ en déduit la recette 
suivante |Ber041 Théorème III. 4. 4.] qui permet de reconstruire Dcris(V^) à partir de 
U{V). 

Théorème 3.3 (Berger). Si V est une représentation cristalline positive et si l'on 
munit J^(V) de la filtration 

FiVAf{V)^LeJ\f{V),ipix)e(^^^ AfiV)\, 
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alors l'inclusion Dcris(V^) C B^^^^ ^ -^i^) ii^duit un isomorphisme 
de if-modules filtrés. 

3.2. Réduction du cas naïf au cas cristallin. On construit un analogue du 
module de Wach en se ramenant au cas cristallin grâce à la proposition suivante. 

Proposition 3.4. Si V est une représentation p-adique de dimension d, si Von 
note V[n] = V Vn pour n >2, et si Von munit DgtiV) de la filtration Fil, alors 

(i) l'application e i— > induit pour tout n > d un isomorphisme de tp-modules 

filtrés-D,,Uy[n])-'D,t{V); 
(a) V est naïve si et seulement si la plus grande sous-représentation cristalline V 

de V[d] est de dimension d; 
(m) dans ce cas, Dcris(^) = Dcris(V^[rf]) esf stable par l'opérateur qui induit 

la monodromie N sur Dgt {V) . 

Preuve : La Proposition 12 .41 donne {i). 

On en déduit encore que si la plus grande sous- représentation cristalline V de V[d] 
est de dimension d, alors Dcris(^M]) — Dst(^) est de dimension au moins d, donc 
V est semi-stable et Dcris(V^) — Dst(V^) si Dst(V^) est muni de la filtration Fil. Le 
fait que V est naïve est alors une conséquence du Lemme 12.81 
Supposons V naïve ; alors V est semi-stable, et V[d\ l'est également. Il s'agit de mon- 
trer que le (yS-module filtré DcYis{V[d]) de dimension d est admissible. Or Dcris(^M]) 
est un sous-objet du A^)-module filtré admissible Dst(T^[rf]) et donc, tout sous- 
objet D de Dcris(^[rf]) est un sous-objet de Dst(T^[d]) et vérifie tniD) < tN{D). De 
plus, 

detD,t(V^) ^detDeris(V^[(i])) 

comme (/3-modules filtrés si bien que Dcris(^['^]) est admissible. Enfin, la description 
de l'opérateur N sur Dcris(^['^]) provient encore de la ProDOsition l2.4l □ 
Définissons 

D+(1/) = {B+^Vf. 

Nous allons construire un module intermédiaire entre D~^{V) et Dj(y) contenant le 
module de Wach de V. On définit B+g = B+ Voo = B+[e] muni de sa structure 
de B+-algèbre, du Frobenius (p — ip (E) id et de l'action naturelle de Gk- Rappelons 
que l'on a défini l'appHcation ( : Gk par g{p) — pe^^^^. 

Lemme 3.5. // existe 6 G Bl unique modulo Bk tel que pour tout h g Hk, 
(h — 1)6 = ^{h) ; de plus b est transcendant sur le compositum Bx . FracB+ et l'on 
a 

(B+[6])^- = (B+[6])^=^=B+, 

{BK-B+lb])""-' = {BK.B+[b]y=' = Bk. 

Preuve : Calculons une base du {ip,T)-modu\e D(V2). Le vecteur 1 (g) 1 est stable 
par Hk- Un vecteur non colinéaire s'écrit a ® e — b 1 avec a ^ si bien qu'en 
divisant on peut supposer a = 1. Ainsi, 6 est bien uniquement déterminé modulo 
Bk, et il satisfait la relation {h — 1)6 — Ç(/i) pour tout h G Hk- 
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Remarquons d'abord que b ne peut pas appartenir à Frac car sinon V2 serait de 
hauteur finie et de de Rham, donc potentiellement cristalline d'après le théorème 
de Wach jWac96) . 

Supposons que b G B/f . Frac B"*" et écrivons b — ao + X)fc=i bkO'k où pour < fc < n, 
flfe £ Frac B+ et pour 1 < k < n, bk (z B^f , et oià l'on suppose que 1, 61, . . . , 6„ sont 
linéairement indépendants sur FracB"*". Alors pour tout h G Hk, 

n 

{h - 1)6 ={h- l)ao + bk.{h - l)(afe) = ^{h) e Zp 
fe=i 

si bien que pour 1 < k < n, {h — l)ak = 0, c'est-à-dire G B/f . L'élément b étant 
défini modulo Hk, on peut ainsi choisir 6 = ao G FracB"*", mais on a déjà remarqué 
que ceci était exclu. 

Supposons que b (dont on fixe encore un représentant de la classe modulo B^) 
soit algébrique sur le compositum B/^. FracB+ ; soit P{X) — X" + X]fc=o o.kX'^ G 
(Bk- FracB+)[X] le polynôme minimal unitaire de b, de degré n. Pour tout h G Hk, 
on a donc : 

n-l 

h{p{b)) = {b+ ah)r + E + ^e^))" = 0- 

fc=0 

On obtient ainsi pour tout h G H^: un polynôme unitaire, annulateur de b de degré 
n qui coïncide par conséquent avec P, si bien que l'on a pour tout h G Hk, 

h[an-i) + n^{h) = a„_i. 

Ainsi, — a„_i/ri satisfait la propriété définissant 6, or on a montré que b n'apparte- 
nait pas à B/f- FracB+, d'où il ressort que b est transcendant sur ce corps. 
Le même raisonnement montre que si x = X]fc=o ^kb^ ^ (-^l I^])^ (respectivement 
X G K ■B^\b]Y^^) avec n > 1 et a„ 7^ 0, alors 



T{:x)^^T{au){b + lY ^\^akb^ 

k=0 fe=0 



d'oii l'on déduit que a„ G B^ (respectivement a„ G B^f) et T(a„_i -|-na„) = a„_i, 
c'est-à-dire que b -\- ^^^^ G B^ ce qui n'est pas possible. On en déduit les égalités. 
□ 

Proposition 3.6. L'application 'B'^-linéaire l : BjJ^^ —S- B (respectivement l'appli- 
cation K -linéaire b : Bx-BjJ^^ ^ envoyant e sur b est injective et compatible à 
l'action de Hk- 

Preuve : C'est une conséquence du lemme précédent, et du fait que l'action de Hk 
sur e est bien donnée par {h — l)e = Ç(/i) = {h — 1)6. □ 
En combinant cette proposition avec le lemme précédent, on déduit encore l'égalité 

(Bg"'^Bi. 

A une représentation p-adiquc V on associe le B j^-module 

et l'on note Dio„{V) le sous-B^f -espace vectoriel de D(y (g) Qp[e]) engendré par 
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Lemme 3.7. (i) Le B^-module Di^g(V^) est stable sous la dérivation 
(il) On a Diog(F) - {Bk.B+^ V)"'< . 

(m) Si V est une représentation de dimension d, alors Diog(V) est un sous-{ip,T)- 
module étale de T){y[d\) de dimension égale au rang de D+g(y) sur B+ et 
inférieure ou égale à d. De plus, la représentation associée à DiogÇV) est de 
hauteur finie. 

Preuve : La dérivation commute avec l'action de Galois sur Bj^^ (gDQ^ V : soit x — 
J2k=o ^kG^ ^^^^ Ok ® B+. Alors 

On obtient ainsi le premier point. On en déduit immédiatement que Dj^g(T^) est en 
fait un sous-B^-module de D"'"(F[d]), si bien qu'il est également de type fini. 
En outre, D[^g(T^) est stable par ip ; il suit alors de jFonQOl Théorème B.1.4.2] d'une 
part que Diog(T^) est étale et de hauteur finie, d'autre part que l'application produit 

B/f®B+ Di+g(l^)^Diog(F) 

est injective. On en déduit que la dimension de Diog(T^) égale le B^-rang de Diog(^^) 
et que t induit une injection Bx-linéaire Diog(T^) ^ H^V), ce qui montre que 
dime^ Diog(V^) < d. 
Montrons enfin que l'injection naturelle 

77:Diog(F)^(B^.B4®Q^ V)"- 

est surjective. Pour cela, on considère x ~ X^j-Lo ^i^i ^ (■^^•■Bïog "^Qp V)^'^ où les 
Wi e Bj^g (g)Qp V et les hi € Bk sont linéairement indépendants sur B+. On a alors 
pour tout h G Hk, 

n n 

h{x) = ^ hih{wi) ^ ^ biWi 

i=0 1=0 

si bien que pour tout i, Wi G Dj]^g(V^) et rj est surjective. Ceci conclut le lemme. □ 

Lemme 3.8. Si V est une représentation de dimension d, et si W est la sous- 
représentation de V[d] correspondant à Diog(y), alors 

(1) l'injection D^(W^) ^ ^iog{^) est un isomorphisme, 

(2) V est naïve si et seulement si W est cristalline de dimension d, 

(3) dans ce cas, W s'identifie à la représentation V définie dans la Proposition 

Preuve : L'injection W ^ y[d] induit une injection 

{W ® B+)''" - D+(W-) ^ J^+^{V) {V[d] ® B+)''" . 

Par ailleurs, G^g{V) est un sous- B+ -module de Diog(F) = D(T^) stable par if, 
c'est donc un sous-B^-module de D~''(VF). Ces deux modules sont donc égaux. 
Si W est cristalline de rang d, la Proposition 13.41 montre que V est naïve. 
Supposons V naïve. La sous-représentation V de V[d] est cristalline de dimension d 
et s'injecte dans F(8)Qp[e]. L'injection D+(V^) ^ DjJ^ (y) montre que le B^-module 
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D[^g(y) est de rang au moins d — rg-3+ D^(V^) ; et le lemme précédent montre que 
ce rang est exactement d. Ainsi, D{V) ~ D\og{V) et V = W. □ 

Proposition 3.9. Si V est une représentation p-adique de dimension d, alors V est 
naïve si et seulement s'il existe un s ous-'B^ -module libre M de rang d de DjJ^g(T^) 
stable par T et un entier ft, G Z tels que l'action de T sur (J\f /XAf){h) est triviale. 

Preuve : Il sufBt de combiner le lemme précédent avec le Théorème 13. Il □ 
De même, le Théorème 13.21 devient 



Proposition 3.10. Si T est un réseau d'une représentation V naïve positive, alors 
il existe un unique sous-A^ -module Afiog{T) de Dj"^g(T) satisfaisant les conditions 
suivantes : 

(i) M\og{T) est un A~^-module libre de rang d — dimQ^ V ; 
(a) l'action de T préserve J\fiog{T) et est triviale sur N\og(T) j XN\og(T) ; 
(m) il existe un entier r > tel que X^ ^\og{T) C M'iogiT). 

De plus, JV\og{T) est stable par tp. Enfin, si l'on pose Miog{V) — MogCT), 

alors J\fiog{V) est l'unique sous-'B^ -module de ï^^g{V) qui vérifie l'analogue des 
conditions ci- dessus. 

Proposition 3.11. Si V est une représentation naïve positive, alors Afiog{V) est 
stable par l'opérateur N = ^YTê' "^^ niunit Afiog{V) de la filtration 

FiPMogW - i^xeMog{V),^ix) e (^^J Mog{V)'^ , 

alors l'inclusion Dcris(V^) C B^^^^ ^ ®b+ •'^iog(^) induit un isomorphisme 

BstiV) Mioe{V)/XMog{V) 

de (ip, N) -modules filtrés. 

Preuve : Vu le Lemme 13.81 et le Théorème 13. 3[ on peut travailler sur Af{V) où il 
sufht de montrer que l'opérateur N défini coïncide modulo X avec la monodromie 
de B,t{V). 

L'application ^ (g) induit un morphisme G^-équivariant de V[d] vers V[d — 
!](-!) C V[d]{-1), donc de V vers V{-1), et ainsi de J\f{V) vers J\f{V{-l)) qui 



n'est autre que XAf{V){-l). Ainsi, N = -^-^ agit sur Af{V). Or, d'après |Ber04l 



1 d 

V )y--LJ. ^VlllSl, iV - - 

Théorème IIL4.4] 

M := M{V) ®B+ B+^j, = Dcris(F) © XM{V) 

d'où 

-^■.B„isiV)®xSf^XD,,is{V)®X^Sf 
de 

coïncide avec l'application tN de Dcris(^^) dans 

iD„is(V^) C XDeris(V^) (S{t- X)-D,,UV) C ADeris(V') © X^Sf. 

On en déduit que l'application — : A/'(V") A/'(F) coïncide bien modulo X 
avec l'opérateur —7^ de Dcris(^)- D 
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3.3. Module de Wach pour les représentations naïves. On construit dans ce 
paragraphe un module de Wach dans D^{V) et l'on montre le résultat principal. 
Comme Dj^g(V) = (B+[e] V)^'^ où l'action de Gk sur e se factorise par Gl, 

on a 

Di+g(^) = (Dj(F)®Q,Q,[e]r=i. 

Nous noterons (certes abusivement) les éléments de Diîjg(V^) comme des polynômes 
en e à coefficients dans D~^{V), invariants sous r. De plus, DjJ^g(F) est stable par 
XN = --f. 

de 

On définit 

D+-"-(y) = y ker [(r - 1)" : D+{V) ^ D+(F)] , 

le plus grand sous B^-modulc de D~j^(V) sur lequel t est localement unipotont. 
La série logr est alors bien définie sur D^'""'(y) et en définit un endomorphisme 
localement unipotent. Par ailleurs, il est clair que D+'"'''(F) est stable sous les 
actions de G et (fi. 

Proposition 3.12. Si V est une représentation p-adique de dimension d, alors 
(i) le morphisme de 'B'^ -modules 

/:D+JF) ^ B+{V) 
P(e) ^ P(0) 

est injectif , compatible àV et ip et d'image Dj'""'(y) ; 
(a) le morphisme de B'^-modules 

5:D+'-'(y) ^ D+^{V) 

°° e" 

X ^ (-logT)"a; 

est inverse de f , et donc compatible àV et Lp ; 
(m) on a T o f ^ f oexp{-£), etfo{-£) = (logT)o/; 

(iv) si ^\og{V) est de rang d, alors Dj'""'(y) est un B'^-module libre de rang d 
qui engendre le ^L-espace vectoriel Dl{V). 

Preuve : On note P'^ le polynôme dont les coefficients sont ceux de P sur lesquels 

on a agi par a = (p, j ou t. 

Soit P(e) = aue^ G D+g(y). Alors pour tout m e Z, P^'"(e + m) = P(e) si 

bien que P(0) = implique '^^=1 '^fc"^*' = pour tout m e Z, et l'on en déduit 

aisément que P = 0. 

La compatibilité à F et ip provient de ce que 

<^(P(e)) = P^ie) et -f{P{e)) = P^ (^e) , V7 € T. 

De plus, T(P(e)) = P'"(e + 1) = P(e) donne t(P(0)) = P(-l). La relation r o / = 

/ o exp(— ^) est le développement de Taylor en de P(— f). On en déduit que r 
est localement unipotent sur l'image de /, donc que cette image est incluse dans 
D+--'(y). 



14 



FLORIC TAVARES RIBEIRO 



La dérivation correspond donc à — logr. Ainsi pour tout x G ^\og{V), 

oo „ 
n=0 

et il est clair que g est inverse de /, défini sur Dj'""'(y) qui est donc l'image de /. 
De plus, si Dj"^g(F) est de rang d, alors l'image de Diog(F) par l'application induite 
par l'injection l de la Proposition 13.61 est D{V) car c'en est un sous-B^-espace 
vectoriel de même dimension ; donc elle engendre T)l{V). Or 

'-^ n\ 

si bien que l'image de / engendre Dl{V). □ 

Corollaire 3.13. Si V est naïve, elle est isomorphe à la représentation cristalline 
V comme représentation de Gk^ ■ 

Preuve : Le (i) de la proposition montre que les {(p, G)-modules de 1^ et de- 
viennent isomorphes si l'on oublie l'action de t. □ 
Remarquons plus généralement que si D[J^g(y), ou dJ'""'(]/), est de rang d, V est 
isomorphe comme représentation de Gk^ à la représentation associée à Diog(l^), 
qui est de hauteur finie. 

On déduit également de la proposition le résultat suivant. 

Corollaire 3.14. L'application produit Bi(8)g+ Dj'""'(y) — > Dl{V) est injective. 
Son image est un sous-{tf, G) -module étale sur de Dl(V). 

Preuve : Il s'agit premièrement de vérifier que si {xi)i est une base de Dj'""'(y), 
cette famille reste libre sur El dans Dl{V). Commençons par montrer qu'elle est 
libre sur Bif . Si l'on a une relation de liaison de {xi)i sur Bi<-, on peut lui appliquer 
une puissance convenable de r — 1 pour obtenir une relation de liaison sur Bif 
d'éléments de D^(y) libres sur B^. Ceci n'est pas possible du fait de jFonQOl 
Théorème B. 1.4.2]. 

L'application /i : x H> X^î^o TIF ® (— logT)"x définit un changement de base 
Xi i-> h{xi) de Bl (g) Dj'^"'(y). Or h : x t-^ X]^o TTf (~ log''')"^^ définit d'après les 
Proposition 13 . 1 21 et Proposition 13.61 une injection dJ'"'"(F) ^ D(F). On est donc 
ramené à vérifier que la famille (h(xi))i est libre sur B^. Ceci est une conséquence 
immédiate de l'isomorphisme de comparaison 

B® D(F) ^ B(8)F 

qui montre que le produit B^ ig) D(V^) — >■ Di(F) est un isomorphisme. 
Enfin, |Fon90[ Théorème B.1.4.2] montre également que BiD~''(F) est étale et en 
prenant un réseau T de V , on montre par une récurrence immédiate que pour tout 
n, <^(Bi(T- 1)-"(D+(T))) engendre 'Bl{t - 1)-"(D+(T)) sur B^, si bien que 
Bi D+'™'(t/) est bien étale. □ 

Lemme 3.15. Si M est un sous A^-module de de type fini, stable par t, alors 
pour tout k assez grand, (t — 1)''M C pM . 
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Preuve : Comme M est un AJ.-module de type fini, c'est l'image d'un morphisme 
(AJ^)'* — > continu pour la topologie p-adique. On vérifie alors aisément que 
pour m suffisamment grand p™A^ AI C pM. 

Fixons (ei)i<i<d la base canonique de A^ et (r7ij)i<j<r une famille génératrice de 
M sur A^ que l'on écrit dans la base canonique 

d 

Xij Ci . 

i=l 

On est ramené à trouver un k tel que pour tout l<i<d, l<j<r,{T — Ij'^Xij G 
P'"Al. Mais tout x £ Al s'écrit x ~ SfeN-P'I^'] ^'^'^^ ^ où El = E*^^ = 

U„gNE}^ d'après la théorie du corps des normes [Win831 Théorème 3.2.2.]. Il 

est alors clair que k = avec r assez grand convient. □ 

Lemme 3.16. Si V est une représentation et si AI est un s ous-'B'^ -module de type 
fini de T)l{V) stable par G, alors t est unipotent sur AI . 

En particulier, si AI est un sous-'B^ -module de type fini de D^{V) stable par G, 
alors AI C D+'™(y). 

Preuve : Fixons Vb un réseau de V et Mq = M n Di(Vo)- Comme Dl(Vo) possède 
une base fixe par r, celle de £)(Vo), on peut l'identifier (si on le considère muni 
de la seule action de r) à A^ et appliquer le lemme précédent : il existe k tel que 
(t - ifAIo C pMo. 

On en déduit que la série logr converge vers un endomorphisme de AI. Soit A G 
Md(Bj-) sa matrice dans une base B de Mq et T G GLd{A'j^) celle de r. Pour 
tout 7 G r, notons ^^(7) G GLd{A^) sa matrice dans B. Alors la relation de 
commutation H{"f)T^ — T^^^^II{"f) donne 

i/(7)A^ff (7)-i = X(7)A. 

Si l'on écrit xa le polynôme caractéristique de A sous la forme xa(A) = A"* + 
Ofi-i A"*^^ + • • • + ao, alors pour tout 0<i<d— let pour tout 7 G F, on a 7(0^) = 
xilY^^o.i. On en déduit que tous les ai sont nuls, puisque Oi G C (Bdis)^'^ 
et qu'il est bien connu que les solutions de 7(x) = xil)^^ dans (Bcris)^^ sont les 
x — XQt^ avec xq G K, d'où pour tout i, G Kt'^~'^ n = {0}. 
Il suit que A est nilpotent, et ainsi r est unipotent. □ 

Proposition 3.17. Si V est une représentation p-adique de dimension d, alors 
Dj'""'(y) est le plus grand s ous-B'^ -module AI de type fini de D'j^ÇV) stable par 
G. Si V est naïve, Dj'""'(y) est libre de rang d et engendre 0^(1/) sur B^- 

Preuve : Le module ^i^^iV) est de rang d d'après le Lemme [3S1 donc D+'"'"(y) 
aussi et la proposition se déduit de la Proposition 13 . 1 21 et du Lemme 13.161 □ 

Théorème 3.18. Si V est une représentation p-adique de dimension d, alors V est 
naïve si et seulement s'il existe un sous-B~^ -module Af libre de rang d de T)^{V), 
stable par G, et un entier /i G Z tels que l'action de F sur {J\f / XJ\f){h) est triviale. 

Preuve : C'est une conséquence de la Proposition 13.91 de la Proposition 13 . 1 21 et du 
Lemme 13.161 □ 

Théorème 3.19. Si V est une représentation naïve positive de dimension d, alors 
il existe un unique sous-B^ -module M{V) de DJ(I^) satisfaisant les conditions 
suivantes : 
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(1) M{V) est un -module libre de rang d qui engendre Dl{V) ; 

(2) Vaction de G préserve J\f{V), et est triviale sur M{V) / XJ\f{V) ; 

(3) il existe un entier r > tel que X'' DJ'""(V^) C UiV). 
De plus, H{V) est stable par ip. 

Preuve : Ce théorème, excepté le fait que (r — 1){N{V)) C XN{V) est une 
conséquence de la Proposition 13.101 de la Proposition 13.121 et du Lemme 13.161 
La ProDOsition [3?TT] montre que N]r,JV) est stable par donc que Jj(Mog(^^)) C 
XMiog{V), on en déduit que log(r)(A/'(F)) C XN{V) si bien que t est trivial sur 
N{V)IXN{V). □ 

Théorème 3.20. Si V est une représentation naïve positive, la somme -^logT 
converge vers un opérateur N nilpotent sur J\f{V). Si Von munit de plus Af(V) de 
la fiUration 

FiVj\f{V) = LeAfiV),ip{x)e (^) Af{V)\, 



X 

alors il existe un isomorphisme Dst(l^) — Af{V)/XAf{V) de {ip, N) -modules filtrés. 

Preuve : C'est une conséquence des Proposition 13. 111 et 13. 121 et du Lemme [3.161 □ 

Remarque 3.1. (i) H semble que ce soit un phénomène général pour les repré- 
sentations semi-stables que la monodromie soit encodée par la partie en log r 
de l'algèbre de Lie de G. 

(ii) Comme il a été dit, r ne dépend que tu choix de e ; si l'on change e en e", 
T est changé en t" et l'opérateur N = ^ logr n'est pas changé modulo X . 
De plus, V est cristalline si et seulement si = 0, c'est-à-dire r = 1, et alors 
N{V) c D[V) esiXe module de Wach du ThéorèmeO 

(iii) Les modules N{V), Mogl^) et M{V) sont isomorphes comme (^s- modules 
filtrés. 

3.4. Modules de Wach dans T){V). On peut encore, à l'aide des résultats pré- 
cédents, construire un module de Wach pour les représentations naïves dans le 
{(f, r)-module D(F). Toutefois il dépend d'un choix, celui de l'élément b du Lemme 
13.51 On fixe donc b G tel que [h — 1)6 — ^(/i) pour tout h G Hk, ou de manière 
équivalente (r — l)b = 1. On remarque que [lç — 1)6, {x{l)l ^ 1)& G pour 

7er<G'.0 

On définit ensuite B^jog (respectivement Bj^^g) comme la plus petite sous Bj- 
algèbre de B^ contenant Bj[6] (respectivement 6), stable par ip et G. On définit 
de même B/f jog (respectivement B J j^^) comme la plus petite sous B^-algèbre de 
Bx contenant Bj- [((/?— 1)6, {x{l)l — l)^i7 € F] (respectivement {(p— 1)6, {x{l)l — 
1)6,7 G r), stable par ip et F. On a alors 

BLjog = Bj © '^t,\og et Bi^jog = B^ © ^K.iog- 



Lemme 3.21. On a : 

B/ciog = (Bi^iog)^"^ et B^ = (^L,iog) 



T = l 



^Si p ^ 2, r est procyclique de générateur 7 et les couples ((93 — 1)6 $5 e, (7 ~ l)(fc ® e)) 
correspondent à l'image de p par l'application de Kummer sur le premier groupe de cohomologie 
du complexe de Herr qui calcule la cohomologie galoisicnne de Qp(l). Pour nos constructions, le 
choix de b est équivalent au choix d'un tel couple. 
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Preuve : Les deux égalités se traitent de même manière, considérons la première. 
Vu le Lemme [3751 il suffit de montrer que B^^iog = Bi<:jog-Bj[6]. Or, il est clair que 
Bi<-,iog-Bj[6] C Bijog et que Bi<-jog-Bj[5] est stable par ip et F, d'oii l'égalité. □ 

Lemme 3.22. Si V est une représentation naïve positive et si M est le B/^jog- 
module (B^jog €0 DJ(^))^ ^ engendré par l'image de l'application i de la Propo- 
sition WT^ alors i induit un isomorphisme de 'B'^-modules compatible àipetT 



D+^iV) c M/(B+ i,gM). 

Preuve : Cela provient de ce que B^ ~ B/f jog/B^ j^^. □ 
On en déduit les propositions suivantes. 

Proposition 3.23. Si V est une représentation naïve positive de dimension d, soit 

M = (B^jog <8) Dj(y)) , alors il existe un unique sous-'ËK.iog-module AfxiV) 
de D(y) satisfaisant les conditions suivantes : 

(1) J^K{y) est un ^K.iog-fnodule libre de rang d; 

(2) l'action de T préserve le module Mk{V) et est triviale sur le quotient 

(3) il existe un entier r > tel que X^'M C A/'_r-(V^). 
De plus, J\fK{V)/'B'^ i^^J^k{V) est stable par ip. 

Proposition 3.24. Si V est une représentation semi-stable positive, et si l'on 
munit M = AfK{V)/B'^ ^^^J\fKiV) de la filtration 

Fir M = L e M, p{x) e f M \ , 



X 

alors il existe un isomorphisme Dst(V) ~ AI/ XM de ip-modules filtrés. 

4. Applications 

Les foncteurs d'inclusion de la catégorie des représentations respectivement de hau- 
teur finie, cristallines et naïves de Gk vers Rep^^^ admettent des adjoints à droite 
V i-> V i-> yens Y ^ ynaii représentation V associent ses plus 

grandes sous-représentations respectivement de hauteur finie, cristalline et naïve. 
On commence par la remarque suivante. 

Lemme 4.1. SiV est une représentation semi-stable de Gk, alors = et 
D+(y) ~ D+(y'=™) comme [iç ,T) -modules sîtr B+. 

Preuve : Le Théorème B.1.4.2 de |Fon90j montre que pour toute représentation V 
de Gk, "^k^^ {V) C DiV) est un sous-((p, F)module étale de D{V), il correspond 
donc à la plus grande sous-représentation de hauteur finie de V. Si V est semi-stable, 
le Théorème de |Wac96j montre que cette représentation est en fait potentiellement 
cristalline, donc cristalline. □ 

Proposition 4.2. Si V est une représentation de Gk telle que V"^^ est posi- 
tive, M C D+(y"''^) C D+(y) est le module de Wach de T/"'*^ et n est l'in- 
dice de nilpotence de logr sur Dj'""'(y) alors le 'B'^-module J\f engendré par 
{X*(logr)~*(A/) ; < i < n} satisfait les propriétés : 

(1) M est un 'R^-module libre et '8'b+ ~^ ^l{V) est injectif; 

(2) l'action de G préserve J\f, et elle est triviale sur J\f/XAf ; 
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(3) il existe un entier r > n - 1 tel que X''(logT)-"(D+(F'=™)) C TV. 
Enfin, B/^A/" est le sous-{cp,G)-module étale D/^(V^"^'') de D]^{V) et Af est son 
unique sous-B^ -module satisfaisant les propriétés du Théorème \3.19l 

Preuve : Le Bj^-module A/'est libre comme sous-module de dJ'""'(F) et l'injectivité 
de El Af ^ Dl{V) suit du Corollaire 13.141 On sait que G préserve M et est 

trivial sur M/XM. Si (logT)'(x) € M, et 5 € G, alors 

g ((logr)*(x)) = (x(ff))^(logr)Xg(x)) = y 

011 y € M et y - (logT)'(a;) G XM. En particulier, g{x) G (log r)~*M et X''-g{x) G 
A/". On déduit alors le second point de : 

(logr)^(g - l){X'x) = X^ (^(^-^^^ (logr)»(x)^ G X'+^M. 

Le troisième point suit de l'existence d'un entier r' tel que X^ D'^ [V"^^) C M. 
La preuve que B^A/" est étale est la même que dans le Corollaire 13.141 
On en déduit que V possède une sous- représentation W telle que D l {W) = B lM = 
Bi(logr)^"(D'^(F'^"'')). La seconde propriété, combinée avec le Théorème I3.18[ 
montre que W est naïve. Si maintenant W' C V est naïve, soit Af' C D^'""'(T^) son 
module de Wach au sens du Tliéorème l3.19| alors A/' C UfeeN(T - l)"*" D"''(V^'="^) = 
(logr)-"(D+(V^'=™)) si bien que W^' C et on a donc bien W = V'''^. □ 

Corollaire 4.3. Si = V^^ , alors D+'""'(F) = D+'""'(T/"'^"), autrement dit, 
T/"aif = (B (8)3+ D+'""'(V^))'^=i. 

Preuve : Si F"'" = alors D+(y) = D+(l/'=™) si bien que D+'™'(1/) = Ufc6N(T- 
l)-feD+(y"''^) et que l'énoncé est une conséquence immédiate de la Proposition l4.2l 

□ 

Appelons représentation (respectivement semi-stable) de G toute représentation 
(respectivement semi-stable) de Gk dont l'action de Galois se factorise par G. 

Corollaire 4.4. Les représentations semi-stables de G sont naïves. Une telle re- 
présentation est cristalline si et seulement si elle est fixée par t. 

Preuve : Si V est fixe par Gl, alors Dl(V^) = B^ ®V et d'après le Lemme [3.16[ 
B+ (g) C D+'""'(y) C Bj (g) y. Il suit alors du Corollaire [SU que B+ (g) F est un 
sous-B^-module de Dj'"'"(y) de même rang, et comme B^ est principal, il existe 
une base {di)i de 'Q'^®V et des G Bj^ tels que {j-di)i est une base de dJ'""'(1/). 

Comme FracB+ n B+ = B+ , les A, sont inversibles, bref D+'"'"(V^) = B+ (g) V". 
D'après le Lemme 14.11 si V est semi- stable, alors F"''' = V^^ , et donc d' après le 
corollaire précédent, V est naïve. 

Enfin, V est cristalline si et seulement si logr = sur Af{V), ceci équivaut ici à ce 
que r = 1 sur Bj g) V donc sur V. □ 
Le théorème suivant a été conjecturé par Breuil |Bre99) et prouvé par Kisin jKis06) . 
On en obtient ici une preuve, dans le cas où K est non ramifié, comme conséquence 
du corollaire précédent. Notons que les arguments de cette preuve peuvent être 
réduits et généralisés de sorte à obtenir une preuve du théorème de Kisin y compris 
dans le cas ramifié [BTR12j . 
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Théorème 4.5. Le fondeur restriction de la catégorie des représentations cristal- 
lines de Gk vers la catégorie des représentations de Gk^ est pleinement fidèle. 

Preuve : Soient Vi et V2 deux représentations cristallines, alors la représentation 
V := Hom(Vi, V2) est cristalline. Un élément v G V^'^^ appartient en particulier à 
la sous-représentation V'^^ qui est cristalline, donc fixée par r, ainsi v G V'^'^ . □ 
Nous allons maintenant décrire les représentations semi-stables de G. Donnons tout 
d'abord un exemple. 

Exemple 4.1. Rappelons que l'on note Vi = Sym*~^ V2 011 V2 = Qp ® QpC est 
la représentation associée à la courbe de Tate. On a alors l'identification Vi ~ 
Qp[e]<i_i avec l'espace des polynômes de degré strictement plus petit que i. On 
note de même Vi = Qp. Si j > 0, le module de Wach de Vi{~j) est le Bj,-module 
libre de base X''+^ (g) e'' , < k < i - 1. 

Le résultat suivant est dû à Perrin-Riou [PR94[ Lemme 3.3.4.] (cf. aussi [BerOSai 
Lemme 3.3.8.]). 

Lemme 4.6. Si V est une représentation de T, alors V est cristalline si et seule- 
ment si V — (BjezV^^^^ ■ 

Proposition 4.7. Si V est une représentation semi-stable de G, alors il existe des 
entiers n.ij presque tous nuls tels que V ~ ©i>ijezVi(j)"''^ . 

Preuve : D'après le lemme précédent, il existe des entiers ruj > presque tous nuls 
tels que : 

de plus, si l'on tord par une puissance assez grande de x~^i on peut supposer V"^^ 
positive, c'est-à-dire ruj = pour tout j > 0. D'après la Corollaire 14. 41 1^ est naïve, 
on peut donc appliquer la Proposition l4.2l aui donne le résultat. □ 

Remerciements. Une première version de ce palimpseste a été écrite à l'UMPA, 
laboratoire de mathématiques de l'ENS de Lyon. J'en remercie les membres de 
l'équipe de théorie des nombres et particulièrement Laurent Berger pour des conver- 
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